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Editia 2, Craiova, 22 martie 2025

CLASA A VII-a

Problema 1. Gasiti toate tripletele de numere naturale (a,b,c), care satisfac
simultan conditiile

el <a<b<ec<100,

¢ b este media geometrica a lui «a si c,

e {/b} este media aritmetica a lui {\/a} si {\/c}.
(Prin {z} se noteaza partea fractionara a lui z.)

Solutie. Din relatia {\/a} + {\/c} = 2{V/b} rezulta

Va—[Va+Ve—[Vd =2(Vb— [VI]) <= Va+ve=2vb+ [Va + [V - 2[Vi).

Daca k := [va] + [/c] — 2[Vb] # 0, atunci, prin ridicarea la patrat a ultimei
egalitati, deducem ca /ac = 2kvb +n, unde n € Z. Cum b = ac si k # 0, se
obtine ca b este un patrat perfect. Pe de alta parte, daca k£ = 0, atunci adunand
egalitatile [v/a] + [v/c] = 2[V] si {ya} + {/c} = 2{V/b}, obtinem ca \/a + /c = 2V/b.
Prin ridicare la patrat se deduce ca a+c = 2b si, cum b* = ac, gasimca a = b = c,
ceea ce este imposibil.

Din faptul ca b este patrat perfect, rezulta ca {\/a} + {\/c} = 0 = {/a} =
{\/¢} =0, deci a si ¢ sunt si ele patrate perfecte.

Fie atunci a = o?, b = 32, ¢ = 72, unde «,3,7 € N. Prima conditie este
echivalenta cu 1 < a < 8 < v < 10, iar a doua cu faptul ca % = a. Din ultima
egalitate se obtine imediat ca a = d - 2%, v = d - y?, unde d este cel mai mare
divizor comun al numerelor «,~, iar z, y sunt numere naturale.

Din 1 < dz? <dy? <10 deducemcal <z <y < 3.

Obtinem urmatoarele posibilitati pentru tripletul (d,z,y): (1,1,2), (1,1,3),
(1,2,3), (2,1,2). Astfel, pentru («a,,v) avem solutiile: (1,2,4), (1,3,9), (4,6,9),
(2,4,8).

In concluzie tripletele care verifica cele trei conditii sunt:

(1,4,16), (1,9,81), (16,36,81), (4,16, 64). O
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Problema 2. In triunghiul ABC, se considera dreptele concurente AA,, BB,
CC4, unde punctele A;, By, C; se afla pe segmentele BC, AC, respectiv AB. Sa
se arate ca daca punctul comun al celor trei drepte AA;, BB;, CC) este cen-
trul cercului inscris in AA4,B,(C;, atunci acesta este de asemenea ortocentrul
AABC.

Solutie. Varianta 1.

Este suficient sa aratam ca daca semidreapta A; A este bisectoarea unghi-
ului £B;A,C4, atunci AA; este inaltimea din A in AABC. Construim paralela
d prin A la dreapta BC. Dreptele A, B; si A;C intersecteaza dreapta d in M,
respectiv N.

Din asemanarea triunghiurilor AANC; ~ ABA,C}, avem ca

AN ACy

BA, BC;’
Analog, din AAB;M ~ ACB;A,, avem ca

AM  AB;

CA,  CBy’

Impartim ultimele doua egalititi si obtinem:

AN CA, AC, CB

BA, AM  BC, AB,’

deci



AN  BA, AC, CB

AM — CA, BC, AB;
Cum partea dreapta a ultimei egalitati este egala cu 1 din teorema lui Ceva,
obtinem ca AM = AN, cu alte cuvinte A; A este mediana in AA; M N. Daca AA;

este bisectoarea unghiului £B; A,C, atunci AA; M N este isoscel si A; A este si
inaltime in acest triunghi. Astfel, AA; este inaltime in AABC.

Varianta 2.

Fie 14, Ip, Io centrele cercurilor exinscrise in AA,B;(C}, corespunzatoare
varfurilor A;, B, respectiv (';. Din faptul ca I, se afla pe semidreapta /A, dis-
tingem doua posibilitati: fie /4 apartine segmentului /A, fie nu apartine. Daca
I, apartine segmentului /A si I, # A, atunci, avand in vedere ca [4,C, Ip
sunt coliniare (cele trei puncte se afla pe perpendiculara in C; pe dreapta
C(}), obtinem ca I nu apartine segmentului /5. Argumentand in mod sim-
ilar, deducem ca /- apartine segmentului /C, dar Io # C, iar apoi ca I, nu
apartine segmentului /A, ceea ce contrazice presupunerea initiala. Celalalt
caz se trateaza analog. Am obtinut astfel ca I, = A, Iy = B, I = C, adica
AB 1 CC,, etc.

O
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Problema 3. Dintre toate triunghiurile nedegenerate cu laturi numere natu-
rale si perimetrul 100, determinati triunghiul cu aria minima.

Solutie. Varianta 1

Fie a < b < ¢ laturile triunghiului cu aria minima. Conform formulei lui
Heron, aria triunghiului este data de S = /50(50 — a)(50 — b)(50 — c).

Din inegalitatea triunghiului rezulta ca, daca un triunghi are laturi numere
intregi si una dintre ele este egala cu 1, atunci triunghiul trebuie sa fie isoscel.
Insa, in cazul nostru, cum a+b+c = 100, nu putem avea a = 1 si b = c. Deducem
astfel ca a > 2. Vom demonstra prin reducere la absurd ca a = 2.

Presupunem prin absurd ca a > 3. Notan a =a—1si f = b+ 1 si aratam
ca («, 8, c) sunt laturile unui triunghi cu perimetru 100. Observam ca a < 3 si
a < c. Daca f < ¢ atunci trebuie verificata inegalitatea o + § > ¢. Dar, cum
a+ B =a+bsia+b>c(deoarece a,b, c sunt laturile unui triunghi), rezulta ca
inegalitatea este satisfacuta. Daca § > c trebuie verificata inegalitatea a+c > .
Deoarece b+1 = 3 > csic > b, rezultd ci b = c. In acest caz, inegalitatea a+3 > ¢
devine echivalenta cu a > 2, ceea ce este adevarat, deoarece am presupus ca
a > 3. In concluzie, (o, 3, c) sunt laturile unui triunghi cu perimetrul 100.

Deoarece a, b, ¢ sunt laturile triunghiului de arie minima, avem ca

(50 — @) (50 — b)(50 — ¢) < (50 — a)(50 — B)(50 — ¢),

care este echivalenta cu

(50 —a)(50 = b) < (51 —a)(49 —b) = 1+ b <.

Aceasta contrazice inegalitatea a < b.
Contradictia obtinuta arata ca, intr-adevar, a = 2 si b + ¢ = 98. Din inegali-
tatea triunghiului se deduce imediat ca b = ¢ = 49.

Varianta 2.

Fie a < b < ¢ laturile unui triunghi de perimetru 100 cu a, b, c € N. Vom arata

ca

(50 — a)(50 — b)(50 — ¢) > 48 = (50 — 2)(50 — 49)(50 — 49),

iar egalitatea se realizeaza doar atunci cand a = 2, b = 49, ¢ = 49. Atunci,
formula lui Heron va duce la concluzia ca triunghiul cu aria minima are laturile
2, 49 si 49.

Din 50 —a > 50 —b > 50 — ¢ > 0 si (50 — a) + (50 — b) + (50 — ¢) = 50, deducem
cas0—a>17.



Daca (50 — b)(50 — ¢) > 3, atunci (50 — a)(50 — b)(50 — ¢) > 51 > 48.
Daca (50 — b)(50 — ¢) < 2, atunci exista doua posibilitati:
50 —b=2si50—c=1,
50 —b=1si50—c=1.
In primul caz 50—b = 2, 50—c = 1 si 50—a = 47, deci (50—a)(50—b)(50—c) = 94 > 48.
In al doilea caz 50—b = 1, 50—c = 1 si 50—a = 48, astfel ca (50—a)(50—b)(50—c) = 48.
Am demonstrat, asadar, ca (50—a)(50—b)(50—c) > 48 = (50—2)(50—49)(50—49),
iar egalitatea se realizeaza doar atunci cand 50 —b =1, 50 —c¢ =1 i 50 — a = 48,
adica atunci cand a = 2, b =49, ¢ = 49. ]
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Problema 4. Fie 4n puncte in plan, astfel incat oricare trei dintre ele nu sunt
coliniare, unde n > 1. Sa se arate ca multimea centrelor de greutate ale tri-
unghiurilor care se pot forma avand varfurile in aceste puncte contine cel putin
4n elemente.

Radu Bumbdcea

Solutie. Consideram mai intai cazul n = 1. Fie punctele A, B,C, D in plan,
astfel incat oricare trei dintre ele nu sunt coliniare. Cu aceste puncte se pot
forma exact patru triunghiuri. Trebuie sa aratam ca oricare doua dintre aceste
triunghiuri au centre de greutate distincte. Presupunem, prin reducere la
absurd, ca exista doua triunghiuri care au acelasi centru de greutate G. Sa
observam ca cele doua triunghiuri au o latura comuna, de exemplu AB. Daca
notam cu M mijlocul segmentului AB, atunci atat C, cat si D se afla pe dreapta
MG. In plus, avem relatia

MG MG 1

GO~ CD f2:>GCfGD.
Rezulta ca C' = D, ceea ce este o contradictie.

Trecem acum la cazul general. Fie d o dreapta in plan care nu este perpen-
diculara pe nicio dreapta determinata de doua dintre punctele date. O astfel
de dreapta exista. Pentru a justifica acest lucru, consideram un punct arbitrar
in plan si trasam prin el toate dreptele care sunt perpendiculare pe cel putin
o dreapta determinata de doua dintre punctele date. Numarul acestor drepte
este cel mult 2n(4n — 1). Orice alta dreapta care trece prin punctul considerat
si este diferita de aceste perpendiculare are proprietatea dorita.

Consideram acum proiectiile celor 4n puncte pe dreapta d. Datorita mod-
ului in care am ales dreapta d, oricare doua dintre aceste puncte au proiectii
distincte. Notam aceste proiectii cu Py, P, ..., P;,, In aceasta ordine, in sensul
ca fiecare punct P; se afla pe segmentul P,_; P,.; pentru orice 2 <1i < 4n — 1.

Alegem punctele ), @1, ..., @, pe dreapta d, in aceasta ordine, astfel incat
in interiorul fiecarui segment );();;; sa se afle exact patru dintre punctele
Py, Py, ..., Py,. Pe fiecare dintre punctele (); construim drepta /;, perpendiculara
pe drepta d.

Observam ca in fiecare dintre benzile din plan, delimitate de dreptele ¢; si
l;11, se gasesc exact patru dintre cele 4n puncte date. Aplicand demonstratia
de la cazul n = 1, fiecare astfel de grup de patru puncte determina patru centre
de greutate distincte , iar acestea se afla in banda din care fac parte cele patru
puncte. Prin urmare, in fiecare banda avem cate patru centre de greutate



7

distincte, iar avand n benzi, obtinem astfel cel putin 4n centre de greutate
distincte.
O
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CLASA A VIII-a

4n+1

Problema 1. Determinati numerele reale r stiind ca "5 <z < 3~

orice n € N*.

, pentru

Gheorghe Boroica

4n+1

4n+1 *
,Vn € N T

Solutie. Fie A= {z € R| 35
Vn € N*, rezulta ca [1,2] C A.

Vom demonstra ca are loc si incluziunea inversa.

Presupunem contrariul, anume ca exista a >0, a € A4\ [3,2].

Atunci a € (0,1) sau a € (2,00).

In primul caz, din s < a,Vn € N* rezulta n(1 — 3a) < a, oricare ar fi n € N*
sicum 1 — 3a > 0, deducem ca

,Vn € N,

- a
n
1-3

inegalitate care este falsa de exemplu pentru n = [1 = ] + 1, contradictie.
Similar, in al doilea caz rezulta a < 3%, Vn € N*. De aici deducem inegali-
tatea n(2a —4) <a+1, Vn € N*. Cum 2a - 4 > 0, avem ca

a—+1

< v N*
n 2@_4,716 s

inegalitate falsa pentru n = [£tL] + 1, de unde rezulta contradictia.
Asadar, A = [1,2]. O
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Problema 2. Fie k£ > 2 un numar natural si z1,zs,...,7; € (0,1) numere reale.
De asemnea, fie my, mo, ..., mg, ny,no, ..., n, numere intregi. Definim

. .ma mo my . no Nk
A—.Tl 'x2 '...'.Z’k,,B—l’l 'x2 '...'l‘k

si

min(m1,n min(ma,n min(mg,n
C = z (11)‘x2(22)“.._$k(kk)
max(m1,n1) max(ma,n2) max(mp,nk)
1 * :L‘2 S e " {Ek .

S
|

Sa se demonstreze ca

A+B<C+D.

Cand are loc egalitatea?
Dorel Mihet

Solutie. Deoarece = + y = min(z,y) + max(z,y) pentru orice x,y € R, are loc
egalitatea A- B = C'- D. Asadar trebuie sa demonstram ca

AB
A+B< —
+B<C+ 5

inegalitate echivalenta cu C? — C(A+ B) + AB > 0, adica cu (C — A)(C' — B) > 0.
Cum z; € (0,1) si min(my,n;) < my,n;, avermn cd ") > g gj ginmeni >
x;", oricare ar fi ¢ € {1,2,...,k}. Prin inmultire rezultd ca C > A si C > B.
Egalitatea are loc cand C = A sau C' = B. Egalitatea C' = A are loc daca si
numai daca min(m;, n;) = m;, adica m; < n;, oricare ar fii € {1,2,...,k}. Similar,
C' = B are loc daca si numai daca n; < m;, oricare ar fii € {1,2,... k}.
O
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Problema 3. In spatiu sunt date doua pentagoane regulate ABCDE si AEK PL,
astfel incat ZDAK = 60°. Notam cu M, N si S mijloacele segmentelor AE, C'D
si respectiv EK.

a) Sa se arate ca triunghiul N/ S este dreptunghic.
b) Sa se demonstreze ca planele (ACK) si (BAL) sunt perpendiculare.

Olimpiada Ucraina

Solutie. a) Sa observam ca AK = AD si ZDAK = 60°, deci triunghiul ADK este
echilateral.

Avem ca AD = DK si AF = FK, de unde D si F se afla in planul mediator
segmentului AK, asadar DE | AK. Cum MS | AK si MN || AC || DE rezulta
LZNMS =90°.

b) Sa observam ca planele (ACK), (M NS) sunt paralele.

Avem LK = BDsi LK || AE || BD, deci BLK D este paralelogram si BL || KD.

Fie R mijlocul segmentului DE. Acum RS | KD || BL si RN | CE || AB, de
unde rezulta ca planele (ABL) si (RN S) sunt paralele.



Deci este suficient sa aratam ca (M NS) si (RNS) sunt perpendiculare.

Fie O proietia lui R pe planul (NMS). Cum NR = <£ = 42 MR = 42
si RS = £2 = 4D rezultd ca OS = ON = OM, deci O este centrul cercului
circumscris triunghiului NM S. Cum triunghiul NM S este dreptunghic, O este
mijlocul segmentului SN. Planul (RNS) contine dreapta RO, perpendiculara
pe planul (NMS), deci (MNS) L (RNS).

O
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Problema 4. a) Sa se arate ca oricare ar fi numerele naturale nenule «,b, ¢
exista un numar natural nenul N astfel incat

(N +a®) (N+b°) (N+c)

este patrat perfect.
b) Aratati ca exista cinci numere naturale nenule distincte a, b, ¢, d, e pentru
care exista un numar natural nenul N astfel incat

(N +a®) (N+b°) (N+¢) (N+d°) (N+e?)
sa fie patrat perfect.
Luminita Popescu

Solutie. a) Se verifica imediat ca N = ab+ bc+ ca satisface conditia. Intr-adevar,
pentru N = ab + bc + ca avem

(N+a*) (N+b°) (N+¢) =[(a+b)(b+c)(c+a)
b) Cautam N astfel incat N + d?> = 22 si N + ¢? = 32, unde z,y € N. Cu alte

cuvinte,

=y -t e= et =y dP

De exemplu, 125 = 2% + 11? = 5% + 10?, ceea ce este echivalent cu
10* — 22 = 11 — 5% = 96.

Deci, N = 96, iar d = 2,e = 5. Cautam acum a, b, ¢ astfel incat ab + bc + ca = 96.
Incercam mai intai ¢ = 1 si obtinem:

ab+a+b=96= (a+1)(b+1)=097

Din pacate, 97 este numar prim, deci unul dintre numerele a si b este egal
cu 0, ceea ce nu convine.
Cum d = 2, ¢ = 2 nu convine, astfel ca incercam c = 3.

ab+3a+3b=96 = (a+ 3)(b+3) = 105

O solutie ar fi a = 4,0 = 12. Am gasit numerele a, b, c,d, e ca fiind 2,3,4,5,12
si N = 96. Se poate verifica usor ca:

(96 +2%) (96 + 3%) (96 + 4%) (96 + 5°) (96 + 12%) =2'0.3%.5*. 7% . 117



Alternativ, se poate cauta mai sus N astfel incat N+d? = t-2% si N+¢e? = t-92,
pentru numere naturale ¢, z,y. De aici deducem ca:

t(2*—y)=d*—e <=tz —y)(z+y)=(d—e)(d+e)

Putem alege t =d —e,x —y = 1,2+ y = d + e si obtinem:

T

2 YT T 2
Pentru a usura calculul alegem d = e+ 3, deciz = e+ 2,y =e+1si N =
2e? + 6e + 3. Acum cautam ca mai sus a, b, ¢ astfel incat

1 —1 1\?2
_dte+t _d+te ,N:(d—e)(M) 2

ab + be + ca = 2¢® + 6e + 3

Pentru ¢ = 1 obtinem (a + 1)(b+ 1) = 2(e + 1)(e + 2). Putem alege a = e+ 1 si
b=2e+1.

Am gasit numerele a,b,c¢,d,e ca fiind 1,e,e + 1,e + 3,2¢ + 1 (unde e > 3 ) si
N = 2¢e% 4 6e + 3.

Verificam ca:

N+1>=2e"+6e+4=2(+1)(e+2)
N +e? =3¢ +6e+3=3(e+1)?

N+ (e+1)?=3e*+8+4=(e+2)(3e+2)

N+ (e+3)*=3e*+12e + 12 = 3(e + 2)?

N+ (2e +1)* = 6e*> + 10e + 4 = 2(e + 1)(3e + 2)
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CLASA A IX-a

Problema 1. Fie 2n + 1 puncte distincte situate pe un cerc. Consideram toate
distantele dintre oricare doua dintre aceste puncte. Care este cardinalitatea
minima pe care o poate avea multimea tuturor acestor distante?

Radu Bumbacea

Solutie. Notam cu P, un punct oarecare de pe cerc, iar apoi numerotam consec-
utiv celelalte puncte ca P, P, ..., P, 1, In sensul acelor de ceasornic. Exista
2n segmente avand un capat in P; si celalalt in unul dintre celelalte puncte.

Daca dintre aceste 2n segmente cel mult n — 1 au lungimi distincte, atunci,
aplicand Principiul Cutiei, rezulta ca exista trei indici 4, j, k € {2,3,...,2n + 1}
astfel incat:

PP, = P,P; = P,P,.

Aceasta ar implica faptul ca cercul pe care se afla cele 2n+1 de puncte si cercul
de centru P, cu raza P, P; se intersecteaza in trei puncte distincte, ceea ce este
imposibil. Asadar, dintre aceste 2n segmente, cel putin n au lungimi distincte.
Prin urmare, cardinalitatea minima a multimii distantelor este cel putin n.
Pentru a arata ca aceasta margine inferioara poate fi atinsa, consideram
punctele Py, Ps, ..., P»,.; ca fiind varfurile unui poligon regulat cu 2n + 1 laturi.
Observam ca distanta dintre doua puncte P, si P; depinde, datorita simetriei,
doar de restul impartirii numarului ;7 — ¢ la n. Cele n distante distincte sunt:

P1P27P1P37"'7P1PTL+1~

Asadar, cardinalitatea minima a multimii tuturor distantelor este n.
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Problema 2. Fie q, b, c trei numere reale strict pozitive astfel incat ab-+bc+ca = 4.
Determinati valoarea minima a expresiei:

a+b P+ P+ ad )
E(a,b,c) = - + T + o (a —b)“.
Solutie. Avem ca
a® + b? b? + 2 &+ a? )
E(a,b,c) = 6+ s —24 - -2+ - —2—(a—0)
732 PAY N2
B S s S Gt Y
ab be ca

Aplicand inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz, obtinem

(0=, b=cf  (c—a

ab be ca

(ab—i—bc—i—ca)( >2(|a—b|+|b—c|+|c—a\)2

astfel incat

(a=b)? (b=c? (c—a)® 1 2
> —(la—10 b— — . 1
T s (la— bl b= o] +le—a) M
Inegalitatea triunghiului ne da:
la—0b+|b—cl+|c—a|>|a—bl+|b—c+c—a|]=2]a—Db|. 2)

Din (1) si (2) se obtine:

s

Prin urmare, avem

cu egalitate pentru a = b = ¢ = 243,

ik T r Coecan. titieca.cncro
B EDUMCATIED Em =4 WWW.CHIC. D



CONCURSUL | - _
DE MATEMATICA
TITEICA

Editia 2, Craiova, 22 martie 2025

. - . .. i p=ared
Problema 3. Consideram in plan vectorii nenuli OA;,...,OA,, unde n > 3, astfel
incat oricare doi dintre ei sunt necoliniari. Presupunem ca inegalitatea

OA, + ...+ OA| > | £ OA, £ ... + OA,|

are loc pentru orice alegere a semnelor +. Aratati ca exista o dreapta care
trece prin O, fata de care punctele Ay, ..., A, se afla de aceeasi parte.

Cristi Savescu

Solutie. Fie v := OA1 + ..+ OA Daca v = 0, atunci iOAl i .+ OA =0 pentru

orice alegere a semnelor +. De aici se deduce imediat ca OA1 = ... =0A, =0,
ceea ce nu este posibil.
Fie acum d dreapta care trece prin O si este perpendiculara pe vectorul v.
cate treeed
Aratam ca toti vectorii OAy, ..., OA, se afla de aceeasi parte a dreptei d ca si ¢

Presupunem, prin reducere la absurd, ca exista un vector OA; care se aﬂa
de cealalta parte a dreptei d. Fara a restrange generalitatea, fie acest vector
7 - a7 - . . .o <
OA,. Avem ca —OA, se afla de aceeasi parte a dreptei d ca si v, astfel ca
unghiul dintre acesti doi vectori are masura strict mai mica decat 90°. Aplicand
faptul ca, intr-un triunghi, latura opusa unui unghi obtuz este mai mare decat
oricare dintre celelalte laturi, deducem ca

l

Pe de alta parte,
H > \ \ > >
|OA; + ...+ OA,,_1 + OA,| > |OA; + ... + OA,_1 — OA,|. (4)

Adunand |v] in ambele parti ale inegalitatii (4) si aplicand inegalitatea triunghi-
ului, obtinem:

— — — — = —  —
2|0A; + ...+ OA,| > |OA]+..+O0A,|+|0A; + ..+ 0A, 1 — OA,]
> 2104, + ..+ OA,|.

—| — —> .
| > | — OA,|, ceea ce contrazice (3). Prin urmare, pre—

supunerea de mai sus este falsa, ceea ce inseamna ca toti vectorii OAy, ... OAn
se afla de acceasi parte a dreptei d ca si v. O

Cu alte cuvinte,

vl R K goveen litiecacncro
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Problema 4. Pentru orice n € N, notam cu s(n) suma cifrelor lui n. Sa se
determine numerele naturale £ > 2 pentru care exista a,b € N astfel incat

s(n® +an +b) = s(n) (mod k),
pentru orice n € N*.

Solutie. Pentru orice n € N, exista un numar natural / (care depinde de n) astfel
incat 10* > an si 10° > b. Pentru un astfel de numar ¢ avem ca:

s(n® 4+ an + b) = s(n) = s(10°n) = s(10*n® + 10%an +b) (mod k). (5)

Datorita faptului ca ¢ satisface inegalitatile de mai sus, rezulta ca

5(10%n3 4+ 10%an + b) = s(10%n?) + s(10%an) + s(b) = s(n®) + s(an) + s(b).  (6)
Din (5) si (6) deducem ca

s(n® +an +b) = s(n®) + s(an) + s(b)  (mod k),

pentru orice n € N.
Cautdm un numar n € N astfel incat n = 10"-m cu m = 1 (mod 100). In plus,

vrem ca b < 10" si 9-10%" < an < 10% . Ultimul sir de inegalitati este echivalent
9. 1027‘ 1 2r+1

cu . Pentru a garanta existenta unui m =1 (mod 100) intre
a a
9. 102r 102r+1 102r+1 9. 102r
si , trebuie ca - > 100<= 10" > 10+/a.
a a a a

102r+1 9. 1027“ 102r+1 - 9. 1027’

Intr-adevar, daca > 100, atunci + 100, deci

a a a

9-10% 9-10%
{ }+1[ }+100

a a

a
107+t 9-10% 9-10%
l ] > [ + 100} = [ } + 100. Printre numerele consecutive

exista un numar congruent cu 1 modulo 100, si acesta este numarul m cautat.
In concluzie, exista n cu proprietatile de mai sus daca alegem r astfel incat
10" > max{10+/a, b}.
Avem ca n? = 10>’m?, unde m3 = 1 (mod 100), deci n® are forma

*x...x0100...0.
—

3r zerouri



Apoi, an este de forma:

Ok x...%,

3rcifre

unde ultimele ¢ cifre sunt egale cu 0 (¢ este numarul cifrelor lui 0). Avem astfel
ca:

s(n® 4+ an +b) = s(n*) + s(an) + s(b) — 9 (7)
O
Din (6) si (7) deducem ca 9 =0 (mod k), adica k este fie 3, fie 9.

Folosind acum faptul ca s(n) =n (mod 9), Vn € N, avem ca daca k|9 atunci

s(n®+an+0b) =s(n) (modk),¥n e N<=n’+an+b=n (mod k),Vn € N.

Dand lui n valorile 0 si 1 obtinem ca a =b=0 (mod k), deci

s(n®+an+0b) =s(n) (modk),Vn € N<=n®>=n (mod k),¥n € N.

Acest lucru se intampla daca si numai daca k = 3.
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CLASA A X-a

Problema 1. Determinati numerele «, b, c € C* pentru care
lab + bc + ca| = |al* + |b]* + |c|*.
Mihai Opincariu

Solutie. Din inegalitatea modulului si din identitatea |z| = |z| avem |a|* + [b|> +
c|? = |ab + bc + ca| < |ab| + |be| + |ca| = |a||b] + |b]|c| + |c||al, de unde se obtine
lal = 6] = [¢] (D).

Fie z; = ab, 2z, = b¢ si 23 = ca. Folosind (1) avem, |z + 25 + 23| = |21] + | 22| + | 23]
Aceasta implica faptul ca numerele complexe zj, 25, z3 au acelasi argument si,
avand si acelasi modul, obtinem ca z; = 2z, = z3.

b c

Atunci § = 2 = £ = l‘jjffj:g = 1, deci a = b = ¢. Reciproc, observam ca orice

triplet de numere complexe nenule egale verifica relatia data.

]
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Problema 2. Fie n > 2 si functiile f,¢: {1,2,...,n} — {1,2,...,n} astfel incat

g(k) = card{i € {1,2,... . n}[f(i) < f(k)},
pentru orice k € {1,2,...,n}.
a) Aratati ca f este bijectiva daca si numai daca g este bijectiva.

b) Daca g este o functie data, determinati, in functie de g, numarul de functii
f care verifica proprietatea data.

Silviu Cristea

Solutie. a) Daca f este bijectiva, card{i € {1,2,...,n}|f(i) < f(k)} = f(k), pentru
orice k € {1,2,...,n}, de unde deducem ca g = f. In particular si g este bijectiva.
Daca g este bijectivd, observam ca f trebuie sa fie injectiva. Intr-adevar,
daca f(k) = f(p), atunci g(k) = g¢(p), deci k = p. Cum f mapeaza injectiv
elementele unei multimi finite in aceeasi multime, ea este bijectiva.

b) Din definitia lui g observam ca ¢(k) = g(p) daca si numai daca f(k) = f(p).
Intr-adevar, daca f(k) = f(p), atunci este imediat ca g(k) = g(p). Reciproc, daca
g(k) = g(p), atunci card{z € Im(f)|x < f(k)} = card{z € Im(f)|z < f(p)}, iar
cum f(k), f(p) € Im(f), avem f(k) = f(p). Atunci card Im(f) = card Im(g).

Fie Im(g) = {g1 < g2 < ... < ¢¢}. Pentru orice A C {1,2,...,n} cu |A] = t,
exista o unica functie f care verifica. Intr-adevar, daca A = {a; < ay < ... < a;},
atunci trebuie sa avem f~'(a;) = g '(gx), pentru orice k = 1,. .. t.

Atunci, pentru g fixata, numarul de functii f care verifica este cim@l,

[
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Problema 3. Fie f: (0,00) — (0,00) o functie cu proprietatea ca

flx+ f(y)) = f(x +y)+ f(y), pentru orice z,y > 0.

a) Aratati ca f(x) > =, pentru orice = > 0.
b) Aratati ca g : (0,00) — (0,00) definita prin g(z) = f(x) — z, este injectiva.
c) Determinati toate functiile f cu proprietatea data.

Olimpiada Tailanda

Solutie. a) Daca exista y € (0, 00) astfel incat f(y) = y, inlocuind in relatia din
ipoteza, obtinem y = 0, ceea ce este imposibil.

Daca f(r) < z pentru un z € (0,00), atunci avem f(z) = f((z— f(z))+ f(z)) =
f(2x — f(x)) + f(x), deci f(2x — f(x)) = 0, fals. Atunci, avem ca f(z) > = pentru
orice x > 0.

b) Relatia data se rescrie g(t + g(y)) = g(t) + y, pentru orice ¢t >y > 0 (1).

De aici, fixand pe t, deducem ca g este injectiva (2).

c¢) Mai departe, g(t +g(z) +9(y)) = g(t +9(x)) +y = g(t) +x+y = g(t + g(x +y)),
pentru orice z,y > 0 si ¢t > x,y. Din (2) deducem atunci ca g(x +y) = g(z) + g(y),
pentru orice x,y > 0 (3).

Din (1) si (3) rezulta ¢(¢(y)) = y, pentru orice y > 0.

Relatia (3) implica faptul ca g este strict crescatoare. Atunci, daca g(z) > =,
atunci g(g(z)) > g(z) > x, contradictie. Analog g(z) < x duce la o contradictie.

Am obtinut ca g(z) = = si f(z) = 2z, pentru orice z > 0. Functia f(z) = 2z
indeplineste conditiile problemei.

O
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Problema 4. O cetate aflata in riscul de a fi atacata isi stabileste turnuri de
aparare, pe care le reprezentam ca n > 3 puncte in plan, astfel incat oricare
trei dintre ele nu sunt coliniare. Orice poligon convex avand varfurile printre
aceste puncte este numit baza. In fiecare turn de aparare se afla cate un
soldat. Pentru fiecare baza, statul plateste cate k - 2 monede fiecarui soldat
aflat in turnurile de pe frontiera bazei, unde k este numarul de soldati aflati
in interiorul (si nu pe frontierele) bazei. Aratati ca statul poate plati soldatii
dintr-un buget de n(n+1)-2"% monede, indiferent de localizarea celor n turnuri
de aparare.

Cristi Savescu

Solutie. Fie A multimea celor n puncte in care sunt turnurile. Fiet € {3,4,...,n}
fixat si T C A o submultime de cardinal ¢. Atunci 7" se scrie in mod unic sub
forma 7" = P U@, unde P este mutimea punctelor din 7" care se afla pe fron-
tiera infasuratoarei convexe a lui 7" iar (9 sunt punctele din 7" care se afla in
interiorul acesteia.

Atunci, daca statul plateste 2 monede fiecarui soldat din P pentru fiecare
soldat din (), aratam ulterior ca atunci cand parcurgem toate submultimile
T C Acu |T| > 3, platile sunt conforme cu ipoteza. Atunci, pentru 7, statul

Pl+|QIY _ 2

5 ) =5 monede.

Intr-adevar, pentru multimile 7 pentru care P este infisuratoarea convexa,
se vor plati cate 2 monede fiecarui soldat de pe P atunci cand numaram cate un
soldat din interiorul lui P. Fiecare soldat s din interiorul lui P este numarat
insa in toate submultimile de puncte interioare de forma {s} U R, unde R C
Int(P) \ {s}, adica de 2/"")~1l ori. Asadar, fiecare soldat de pe frontiera va

primi 2"l monede pentru s, deci in total |Int(P)| - 2" monede.
S latita de stat este S < =) CF K <=y Cr-k.
uma platita de stat este 222 2;371 kazon

t=3 TCA
|T]=t

plateste in total 2- |P| - |Q] < 2- (

Dar Z CF. k* =n(n+1)-2"2, de unde rezultd concluzia.
k=0

RATIGNAL litiecacncro
{'EE'&!K i WWW.CNCIo



CONCURSUL | _
DE MATEMATCA
TITEICA

Editia 2, Craiova, 22 martie 2025

CLASA A XI-a

Problema 1. Sa se determine toate functiile continue f : R — R care satisfac
egalitatea

fl+y) = flz+ ),
pentru toti z,y € R.

Gheorghe Rautu

Solutie. Varianta 1 Daca f este injectiva atunci se deduce imediat din egali-
tatea din enunt ca f(x) = z, Vx € R. Altfel, exista y; < yo cu f(y1) = f(y2). Avem
ca

fla+uy) = fla+ fly) = fle+ fg)) = flz+4), Ve €R,

de unde se obtine ca f este periodica de perioada y, — y;. Fie multimea pe-
rioadelor functiei f:

F={t>0[f(z+1) = f(x),Vz €R}.

Daca 0 este punct de acumulare al lui F atunci exista in F un sir ¢, — 0. Avem

ca
o= 1)) oo o [g])) -0

unde ultima egalitate se obtine astfel: [%] < % < [%] +1=0<z— [i} t, <

t,, deci lim,,_, (x - [ti] tn> = 0. Am obtinut in acest caz ca f este functia
constanta.

Daca 0 nu este punct de acumulare al lui F atunci aceasta multime are un
infimum ¢ > 0 si cum f este o functie continua se obtine imediat ca ¢t € 7. Este
clar ca f este injectiva pe intervalul (0, ¢), altfel exista 0 < y; < y» < t astfel incat
f(y1) = f(y2) si cu argumentul de mai sus se obtine ca y, — y; € F. Inegalitatea
0 < y2 — yo < t contrazice minimalitatea lui ¢, ceea ce reprezinta o contradictie.
Deci, f este injectiva pe intervalul (0,¢) si cum este si continua, inseamna ca
este strict monotona pe acest interval. Atunci, pentru orice a € (0,¢) avem

F0) = lim £ () < f(a) < lim f(2) = F(2),



2

ceea ce contrazice egalitatea f(0) = f(¢). Am obtinut o contradictie, deci
singurele functii care verfica conditiile din enunt sunt functiile constante si
functia identitate.

Varianta 2 Inlocuind pe = cu = — y in relatia din enunt obtinem

f(x) = flz+ fly) —y),Vo,y € R.

Deducem ca f(y) —y € F, Yy € R. Daca f(y) =y, Yy € R, atunci f este functia
identitate, care verifica cerintele problemei. Altfel, exista un y, € R pentru care
f(yo) # yo, cu alte cuvinte, multimea de perioade F este nevida. Daca exista

fly) —y

f(yo) = wo
al lui Kronecker, multimea

un y € R astfel incat € R\ Q atunci, conform criteriului de densitate

{m(f(y) —y) +n(f() — yo)lm,n € Z}

este densa in R. Deoarece f este constanta egala cu f(0) pe aceasta multime,
rezulta ca f este constanta.
fly) -y

f(yo) — vo

este de asemenea continua, ceea ce iImpreuna cu

Investigam acum cazul in care

fly) —y
J (o) — o

€ Q, Yy € R. Deoarece f este

continua si functia

fy) —y fly) =y

f(Wo) = yo f(wo) — yo
a € R astfel incat f(y) = y + a, Yy € R. Substituind aceasta expresie in relatia

din enunt gasim ca a = 0, deci f este functia identitate.

€ Qnedaca este functia constanta. Se obtine ca exista

Varianta 3 Aratam ca f este fie functia constanta, fie functia identitate. Notam
cu Imf = {f(z)|x € R} imaginea functiei f. Substituind = = 0 in relatia din
enunt gasim ca f(y) = f(f(y)), Vy € R. Cu alte cuvinte, f(z) = z, Vz € (a,b),
unde a si b sunt infimul si supremul multimii Im f, care este un interval pentru
ca f este continua.

Sa presupunem ca f nu este constanta si a este finit. Din continuitate se
obtine ca f(a) = a si f(z) = x, Vz € [a,a + 2d] pentru un d > 0. In acest caz,
pentru orice 0 < t < d avem ca f(a —t) = a + s pentru un s > d. Intr-adevar,
daca s < d atunci

a=f(t+a—t)=f(t+fla—t)=fla+t+s)=a+t+s,
ceea ce este imposibil. Am obtinut ca f(z) > a+d, Vo € (a — d,a) si f(a) = a,
ceea ce contrazice faptul ca f are proprietatea lui Darboux. Am aratat ca daca
f nu este constanta atunci ¢ = —oco. Analog se arata ca b = oo, cu alte cuvinte
f este functia identitate. O
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Problema 2. Fie n > 2 si fie A, B € M,,(C) astfel incat

{rang(A*) | k > 1} = {rang(B*) | k > 1}.
Aratati ca rang(A*) = rang(B*), pentru orice k > 1.

Cristi Savescu

Solutie. Varianta 1

Aratam prin inductie ca, daca r = rang(A*) = rang(A**!) pentru un k > 1,
atunci rang(A™) = r pentru orice m > k. Cazurile m = k si m = k + 1 sunt date
in ipoteza. Fie acum r = rang(A™™!) = rang(A™) pentru un m > k + 1, atunci

rang(A™™!) = rang(A™A) < rang(A™) = r.

Pe de alta parte, daca aplicam inegalitatea lui Frobenius pentru matricele
A, A™=1 A atunci

rang(A™) + rang(A™) < rang(A™) + rang(A™ ).

Rezulta ca r < rang(A™!), deci rang(A™ ) = r.

Acest fapt arata ca sirul (rang(A*));>; este constant de la un anumit rang
incolo, iar pana la acel rang este un sir strict descrescator.

Avem urmatoarea lema:

Lema. Fie (r,),>1 si (s,),>1 doud siruri de numere reale care sunt constante de
la un anumit rang incolo si sunt strict descrescatore pana la acel rang. Daca

{raln > 1} = {sn|n > 1},
atunci cele doua siruri sunt egale.

Demonstram prin inductie dupa n > 1 ca r, = s, pentru orice n. Pentru
n =1, avem r; = s;, deoarece r; si s; sunt cele mai mari elemente din multimile
de valori ale celor doua siruri.

Presupunem acum ca r; = s; pentru orice 1 < ¢ < n si aratam ca r,4; =
Sp+1. Procedam prin reducere la absurd si presupunem, fara a pierde din
generalitate, ca r,1 > s,41. Distingem doua cazuri:

- Daca r, = r,4+1, atunci sirul (r,),>; devine constant de la n incolo, deci
rn+1 €ste cel mai mic element al mulimii valorilor acestuia. Pe de alta parte,
mutimea valorilor sirului (s,),>; contine un element s,; care este strict mai
mic decat r,,,, ceea ce contrazice ipoteza.

- Daca r, > r,;+1, atunci



Tn = Sp > Tnt1 > Sp+1-

prin urmare, r,,; apartine mutimii valorilor primului sir, dar nu si mutimii
valorilor celui de-al doilea sir, ceea ce contrazice din nou ipoteza.
Astfel, in ambele cazuri obtinem o contradictie, deci r,,,1 = s,11.

Aplicand acum lema in cazul celor doua siruri (rang(A*))g>1 si (rang(B*))g>1,
concluzionam ca rang(A*) = rang(B*), pentru orice k > 1.

Varianta 2

Este clar ca avem egalitatea

rang(A") = rang(J*), vk > 1,

unde J este forma canonica Jordan asociata matricei A. Astfel, demonstratia
problemei se reduce la cazul in care A si B sunt in forma canonica Jordan.

Daca un bloc Jordan are un numar nenul pe diagonala principala, atunci
orice putere a sa are rang constant, egal cu dimensiunea blocului. Daca un
bloc Jordan J de dimensiune m are 0 pe diagonala principala atunci rang(J*) =
m—k,V0<k<msirang(J*) =0, ¥V k > m. In plus, este usor de aritat ca o
matrice J in forma canonica Jordan avand blocurile Jordan 7, ..., J,, satisface
relatia:

rang(J") = rang(J)") + ... + rang(JF),Vk > 1.

Pentru un bloc Jordan J; care are un element nenul pe diagonala princi-
pala, avem ca rang(JF) = rang(J;) pentru orice k > 1. Pe de alta parte, daca
blocul Jordan J; este nilpotent (are numai elementul 0 pe diagonala princi-
pala), atunci rang(J*) = rang(J" ') — 1 daca 2 < k < dim(.J;) si rang(J¥) = 0 daca
k > dim(.J;).

Deducem ca sirul (rang(A¥));>; este constant de la un anumit rang incolo (mai
precis de la dimensiunea maxima a unui subbloc Jordan nilpotent), iar pana
la acel rang este un sir strict descrescator. Apoi se finalizeaza ca in prima
varianta folosind Lema de mai sus.

O
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Problema 3. Fie (a,),>0 sirul de numere reale definit prin ay > 0 si

az —1
n+1’

ap41 =
pentru orice n > 0. Demonstrati ca exista un numar real a > 0 astfel incat:
e Pentru orice ay > a, avem lim a, = oo;
n—oo

e Pentru orice 0 < a9 < a, avem lim a,, = 0.

n—oo
Solutie. Varianta 1
Vom arata ca a = 2.
Mai intai observam ca a,; > —#1 > —1,Vn > 0.

- Daca 0 < gy < 1, atunci se arata usor prin inductie ca —1 < a,, < 0, pentru

orice n > 1. Deci ——= < a, <0, astfel ca lim,_ a, = 0.

- Daca ay > 2, atunci se arata usor prin inductie ca a, > n + 2 pentru orice
n > 0, astfel ca lim,,_,, a,, = co.

- Fie acum 1 < a9 < 2. Aratam mai intai ca exista macar un termen al sirului
mai mic sau egal cu 1. Presupunem prin reducere la absurd ca 1 < a,, Vn > 0.
In acest caz, tinand cont ci g < 2, se arata imediat prin inductie ca a, < n+2,
Vn > 0. Avem ca

Api1 a% —1 B afL —1 < an, 2
n+3 (m+1)n+3) nm+2)2-1 n+2)
pentru orice n > 0. Iterand inegalitatea de mai sus obtinem

an ap\ 2" ap\ 2"
<|l=) =1l<a,<(n+2 (—) ,
n+2 <2> “ (n ) 2

pentru orice n > 0. Am obtinut o contradictie pentru ca lim,,_,,(n+2) (“70)2n =0.
Cu alte cuvinte, exista macar un termen al sirului mai mic sau egal cu 1.

Fie acum m > 1 astfel incat a,, < 1. Ca mai sus, se arata usor prin inductie
ca —% <a, <0, pentru orice n > m + 1. Astfel, se obtine ca lim,, .., a, = 0.

Varianta 2

Definim sirul

xn:\/1+1~\/1+2-\/1+...+(n—1)-\/1+n, Vn > 0.



6

Sanotamcazg =1, 21 =vV1+1= V2, 19 = \/1+\/1+ = \/1+\/§etc. Vom
demonstra ca sirul (z,),>o este convergent. Mai intai aratam ca sirul este
crescator. Pentru orice n > 1, avem ca /1 +n > 1, deci

T, = \/1+1-\/1+2-\/1+...+(n—1)- 1+n>

\/1+1~\/1+2-\/1+...+(n—2)-\/1+n—1:xn_l.

Acum demonstram ca z,, < 2, Vn > 0. Pentru n = 0, avem 2z, = 1 < 2. Fixam
n > 1 si definim sirul finit auxiliar:

p=v1i+tn, yi=vV1+Mm—i+ly, V2<i<n

Este clar ca y, = z,. Vom arata prin inductie ca y; < n — i + 2 pentru orice
1< <n.

- Pentru: =1, avem y; = v/1+n < n+ 1, ceea ce este adevarat pentru n > 1.
- Presupunem ca y; < n — 1+ 2 pentru un ¢ < n. Atunci,

Yir=\V1+ -y <V1i+n—i)(n—i+2)=+/(n—i+1)2=n—i+1.

Prin urmare, pentru i = n, obtinem y, < 2, iar cum z,, = y,,, rezulta z,, < 2. Ast-
fel, am demonstrat ca (z,),>o este strict crescator si marginit, deci convergent,
conform criteriului lui Weierstrass. Notam limita sa cu a, astfel incat 1 < a < 2.
Aratam acum ca acest numar satisface cerinta problemei. Avem:
2
a; —1 S 1

> -1, Vn>0.

Ap, = bt =
1 n+1 n+1

Daca exista un s astfel incat —1 < a; < 1, atunci prin inductie se poate arata
caa, <0, Vn > s, ceea ce duce la

1
n+1

<a, <0, Vn>s,

si astfel lim a, = 0.

n—oo
e Cazul 1: 0 < qy < a. Deoarece z, creste spre a, exista un ¢t > 1 astfel incat
ap < r; < a. Fixam un astfel de ¢.

Daca exista un s cu 1 < s < t astfel incat —1 < a, < 1, atunci a,, — 0 si am
terminat.

Presupunem deci ca a; > 1 pentru 1 < s < ¢. Definim sirul finit (y,)i<,<; ca
mai sus si aratam prin inductie dupaicu 0 <i: <t -1, ca a; < y—;. Pentru
1 =0, ay < 2y = 1. Fie acum a; < y;_; si cum a; > 1 obtinem prin ridicare la
patrat ca
ai =1 yi,—1

7

<
1+ 1 1+1

2 2
a; <Yy = Qg1 = = Yr—i—1,

ceea ce incheie inductia.



7

Punand i = ¢t — 1, rezulta ca a; 1 < y; = V/1 + ¢, iar de aici a; < 1. Aplicand
argumentul anterior, deducem ca lim a, = 0.

n—o0

e Cazul 2: ay > a. Atunci ay > z; = y;, pentru orice t > 1. La fel ca in cazul
anterior, se arata prin inductiedupa0<i<t—1caa; > y;_;. Punandi=1¢—1,
obtinem a;, | > y; =t +1, Vt > 1, deci lim a, = oo.

n—oo

Observatie: Daca cele doua demonstratii sunt corecte atunci limita sirului
(xn)n>1 din Varianta 2 trebuie sa fie 2. O discutie legata de acest subiect se
gaseste la https://math.stackexchange.com/questions/7204 /evaluating-the-
nested-radical-sqrt1-2-sqrt1-3-sqrtl-cdots. O
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Problema 4. Fie M o submultime a multimii S,, a permutarilor multimii {1, 2, ...
.,n}, cun > 2, care contine cel putin doua elemente, astfel incat pentru orice
o, 7 € M avem ca ot € M. Se considera o functie f : M — R care satisface
inegalitatea:

|f(oT) — f(o) — f(7)| < 1,Vo,7 € M.
Sa se demonstreze ca:

ma |f(o) = f(1)] £ 2= o

unde |M| denota cardinalul multimii M.

Solutie. In primul rand, sa observam ca pentru orice ¢ € M, functia

Go : M — M, g,(1) =o1,VT € M

este bijectiva. Deoarece multimea M este finita, este suficient sa aratam ca g,
este injectiva. Intr-adevar, daca g,(71) = g,(m2), atunci om, = or=1, = 7.
Fie acum a,b € M astfel incat

d= ma [ £(0) = f(7)] = £(5) — f(@)

Folosind observatia de mai sus pentru a, b, deducem ca

Y Sy =" flar) = Y (f(br) = f(ar)) =0.

TEM TEM TEM

Pe de alta parte, avem

for) = flar) = (f(br) = f(7) = f(b)) = (f(a7) = f(7) = f(a)) + f(b) — f(a)
> d—2.

Notam ca permutarea identica e apartine lui M. Pentru orice ¢ € M, avem
ca o™ € M, YVm € N*. Alegand m egal cu ordinul lui o, obtinem ca e € M.
Colectand, avem ca



0 = Y (flbr) = flam) = f(b) = fla)+ > (f(br) = f(ar))

TEM TeM\{e}
> d+(d-2)(IM|-1).

Rezulta imediat ca

2
d<2— .
M|

Observatie: Inegalitatea obtinuta este optima, intrucat exista exemple in care
devine egalitate. Un astfel de exemplu este dat de multimea M = {e,0,...,0" "'},
unde o este un ciclu de lungime ¢ si functia f : M — R definita prin f(o*) =
%, vk € {0,1,,,,¢—1}. Se verifica usor ca aceasta functie satisface inegalitatea
impusa sica f({ —1)— f(0) =2 - (-1)=2-2.

O
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CLASA A XII-a

Problema 1. Fie G un grup finit si ¢ un element fixat al lui G. Definim
multimea

Se={g9 € G| ga+agsiga® =ad’g}.
Sa se arate ca:

1. Daca g € S,, atunci ag™! € S,.

2. Cardinalul multimii S, este multiplu de 4.

Solutie. Se arata usor ca daca g € S,, atunci g~ € S,.

1. Fie g € S,. Atunci a*(ag™') = a(a’9™') = a(g7'a®) = (ag~')a®. Pe de alta
parte, daca (ag~')a = a(ag™'), atunci (ag~')a = a*’¢~' = g 'a*>. Prin urmare,
deducem ca ag~! = g 'a, ceea ce contrazice faptul ca ¢! € S,.

2. Din punctul 1. rezulta ca, daca g € S,, atunci ag~! € S,. Iterand acest
argument, obtinem ca a(ag™')™' = aga™! € S,. De asemenea, avem a(aga™')"! =
aag ta™! = a’¢g ta"! = g ta’a! = g7ta € S,. Observam ca, iterand inca o data,
obtinem ca a(g'a)~! = aa~'g = g. Prin urmare, multimea S, se partitioneaza in
submultimi de forma {g,ag™', aga™', g~'a}. Aratam ca orice astfel de submultime
are exact 4 elemente distincte. Este clar ca este suficient sa aratam ca g este
diferit de celelalte trei elemente. Daca g = ag~', atunci g = a(ag™')™! = aga™!,
deci ga = ag. Analog, daca g = g 'a atunci g = (g7 'a)"'a = a"'ga, deci ag = ga.
In final, daca g = aga™", atunci obtinem din nou ag = ga. In toate cazurile, se
obtine ci g comuta cu a, ceea ce contrazice g € S,. In concluzie, S, se scrie ca
o reuniune disjuncta de submultimi cu 4 elemente, deci cardinalul lui S, este
multiplu de 4.

]
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Problema 2. Fie f: [0,1] — R o functie continua. Demonstrati ca:

w/2 /2
/ f(sin(2z)) sinz dx = / f(cos? ) cos x du.
0 0

w/2

Solutie. Facem schimbarea de variabila x — § —rIn [ = [

f(sin(2z)) sinz dx
si obtinem 7 = 0”/ ? f(sin(2z)) cos & dz. Prin urmare, avem:

I= %/OW/Q f(sin(2x))(sinz + cos x)dx = % /OW/Q f (cos <2(x - %))) Ccos (:1: — %) dx

Facem schimbarea de variabila = — z + 7§ si obtinem:

L /4
I = 7 o (cos(2x)) cos(x)dx = \/5/0 f(cos(2z)) cos(z)dx,

unde pentru ultima egalitate am folosit faptul ca integrandul este o functie
para. Folosind acum relatia cos(2z) = 1 — 2sin? z, deducem ca:

w/4
I:\@/ f(1 —2sin®z) cosz dz.
0

Cum 0 < 2sin®*(z) < 1 pentru z € [0,7/4] putem face schimbarea de variabila
t = arcsin (v/2sinz) si obtinem:

/2 /2
I= / f(1 —sin®t)cost dt = / f(cos?t)cost dt.
0 0
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Problema 3. Fie P, multimea tuturor polinoamelor monice de grad n cu coe-
ficienti reali. Demonstrati ca, pentru orice doua numere reale a < b, avem:

b

inf |P(z)|dx > 0.
PPy J,

Cristi Savescu

h—
Solutie. Notam cu ¢ = 4_@ si consideram un polinom P € P, cu radacinile
n

complexe zi,...,z,. Notam cu «,...,«, partile reale ale radacinilor si definim
intervalele I; = (a; — &, a; + ).

Consideram acum mutimea S = [a,b] \ U, [;. Deoarece orice reuniune de
intervale deschise poate fi exprimata ca o reuniune disjuncta de intervale de-
schise, rezulta ca S se poate scrie ca o reuniune disjuncta de intervale in-
chise (unele dintre acestea putand fi degenerate, adica formate dintr-un singur
punct). Masura mutimii S este egala cu suma lungimilor acestor intervale si

este cel putin egala cu b—a—2ne = —a, unde egalitatea are loc cand intervalele

I; sunt incluse in [a, b] si disjuncte doua cate doua.
Observam ca pentru orice x € S si pentru fiecare 1 <i < n, avem

|z — 2| > |z — ai| > €.

Prin urmare, rezulta ca

P(x)] =[] |z — =] > " vz € S.
i=1

Concluzionam ca:

b 1
wob—a , (b—a)t
[ 1P@las> [1p@las > [ o> 25te - Botl
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Problema 4. Fie R un inel. Consideram z,y € R astfel incat 22 = 3 = 0.
Demonstrati ca daca = + y — zy este nilpotent, atunci si zy este nilpotent.

Janez Ster

Solutie. Deoarece (z + y)™ este suma cuvintelor in z si y de lungime m, se
deduce imediat ca

(z + )™ = (zy)" + (yz)",¥n > 1.
Fiea=x+y— 2y sib=xz+y+yx, atunci ab = ba = zy + yr. Avem ca

(ab)" = (zy +y2)" = ((z +)*)" = (z +y)*" = (zy)" + (y2)".
Deoarece a este nilpotent, rezultd ca exista un k > 1 astfel incat «* = 0, deci
(ab)* = a** = 0. Prin urmare, avem (ry)* = —(yx)*. Demonstratia se incheie
observand ca

k+1

(zy)* " = x(ya)*y = —x(zy)*y = 0.
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