CONCURSUL |
DE MATEMATICA
TITEICA

Editia 1, Craiova, 23 martie 2024

CLASA A VII-A

Problema 1. Fie m,n,p trei numere naturale nenule si consideram numerele
m’ = (m,np), n’ = (n,mp) si p’ = (p,mn), unde (a,b) este cel mai mare divizor
comun al numerelor a si b. Sa se arate ca ecuatia =™ + y" = 2P are solutii in
multimea numerelor naturale nenule daci si numai daci ecuatia 2™ +y" = ¥

are solutii in multimea numerelor naturale nenule.

Problema 2. Sa se arate ca numarul:

2024 . 2023 N 2022 - 1013
1 2 3 1012 ]
este par, unde |z]| reprezinta partea intreaga a numarului z.

Problema 3. Fie M un punct pe segmentul BC' al triunghiului ABC. Cercul
circumscris triunghiului ABM intersecteaza segmentul AC intr-un punct N
diferit de A. Se construieste cercul ce trece prin punctele A, N si este tangent
la dreapta BC' in P. Sa se arate ca L{BAP = £PNM.

Problema 4. Pentru multimea M formata din n > 3 puncte din plan nu-
mim drum o linie franta A;A,... A,, cu proprietatea ca M = {A;, As,..., A,}
si definim lungimea lui ca fiind suma A;As + A2 A3 + ... + A, 1 A,. Spunem de-
spre multimea M ca este drum-unicata daca orice doua drumuri distincte au
lungimi distincte si ca este segment-unicata daca orice doua segmente nede-
generate distincte cu capetele in puncte din M au lungimi distincte. Determi-
nati numerele naturale n > 3 in fiecare dintre cazurile:

a) orice multime M de n puncte din plan segment-unicata este drum-unicata.
b) orice multime M de n puncte din plan drum-unicata este segment-unicata.

(liniile frante nu sunt orientate, astfelca A, A, ... A, este aceeasicu A, A,,_1...A;)

Timpul de lucru este de 4 ore. Fiecare problema este notata de la O la 7 puncte.
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CLASA A VIII-A

1+2)1+y)(1+2y)
(1+22)(1+9?)

a) cea mai mare valoare pe care o poate lua E(z,y) cand z,y € R;

b) cea mai mica valoare pe care o poate lua E(x,y) cand z,y € R.

Problema 1. Fie F(x,y) =

. Determinati:

Problema 2. Fie ABCD un tetraedru pentru care BA 1 AC, DB 1 (BAC) si
AC # BD. Notam cu O mijlocul segmentului AB si K piciorul perpendicularei
din O pe DC. Demonstrati ca

Vkoac _ AC

Vkogp  BD

daca si numai daca
2AC - BD = AB”.

Problema 3. Se stie ca exista k € N* astfel incat numarul 3 g...q 20943 este prim.
kdea

Aflati cifra a.

Problema 4. Spunem ca un numar natural n este ,joli" daca este medie arit-
metica a doua sau mai multor puteri (nu neaparat distincte) ale numarului 2 si
"superjoli" daca este medie aritmetica a doua sau mai multor puteri distincte
ale numarului 2.
: . < 2 4+2°+1

De exemplu numerele 7 si 92 sunt superjoli, pentru ca 7 = — 3
8 4 o4 | 92
99 — %
a) Demonstrati ca orice numar natural nenul este joli.
b) Demonstrati ca nicio putere a lui 2 nu este superjoli.
c) Aflati cel mai mic numar natural nenul, diferit de o putere a lui 2, care
nu este superjoli.

Timpul de lucru este de 4 ore. Fiecare problema este notata de la O la 7 puncte.
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CLASA A IX-A

Problema 1. Fie a; € R cu 0 < a; < 1. Definim prin recurenta sirul de numere
reale a,,; = 3a, — 4a3, pentru orice n > 1.

a) Aratati ca pentru orice n avem |a,| < 1.
b) Aratati ca pentru orice £ > 2 putem alege termenul initial a; € (0, 1) astfel
incat a,,, = a, pentru orice n > 1.

Problema 2. Fie triunghiul echilateral ABC si M,N € (BC), P,Q € (CA) si
R,S € (AB) astfel incat MN = PQ = RS si M € (BN),P € (CQ),R € (AS).
Aratati ca exista trei puncte necoliniare in interiorul hexagonului M NPQRS
care au aceeasi suma a distantelor la laturile acestuia daca si numai daca
ARQ), BMS si CPN sunt triunghiuri congruente.

Problema 3. Fie a,b,¢,d € R cu proprietatea ca, pentru orice z € (—1,1), avem
(> +ax+0b) - |2® +cx +d| = [2* +ax +b] - (2 + cx + d),

unde |z| reprezinta partea intreaga a numarului real z. Aratati ca a = ¢ si
b=d.

Problema 4. O factorizare a unui numar natural consta in scrierea acestuia
ca produs de numere naturale strict mai mari ca 1. Doua factorizari sunt
considerate esential egale daca difera doar prin ordinea factorilor. De exemplu,
18 are exact 4 factorizari esential diferite: 18, 2-9, 3-6 si 2-3-3. Pentru un
numar natural nenul » notam cu f(n) numarul de factorizari esential diferite
ale lui n. In exemplul de mai sus f(18) = 4. Prin conventie, punem f(1) = 1.
Sa se arate ca:

f(n) <n,

pentru orice numar natural nenul n.

Timpul de lucru este de 4 ore. Fiecare problema este notata de la O la 7 puncte.
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CLASA A X-A

Problema 1. Fien > 3 si A = {1,2,...,n}. Pentru orice f : A — A, definim
multimea

Ap =A{lf ) = F@LIF2) = FB),- - 1 f(n = 1) = f(n)] [f(n) = F(DI}-

Determinati cea mai mica, respectiv cea mai mare valoare pe care o poate lua
cardinalul mul{imii A;, cand f parcurge familia functiilor bijective definite pe
A cu valori In A.

Problema 2. Fie numerele reale a,b,c > 1. Rezolvati in R ecuatia

log,p(a” +b) = log,((b+ )" — ).

Problema 3. Fie n > 2 un numar natural par. Determinati cel mai mare numar
natural natural m > 2”2 + 1 cu proprietatea ca exista m submultimi distincte
ale multimii {1,2,...,n}, oricare 2”2 + 1 dintre ele avand intersectia vida.

Problema 4. Determinati numerele naturale n > 3 pentru care exista o multime
M de n numere complexe nenule si un numar natural nenul m astfel incat
(1 + z12023)™ = 1, pentru orice numere distincte doua cate doua zy, 23,23 € M.

Timpul de lucru este de 4 ore. Fiecare problema este notata de la O la 7 puncte.
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CLASA A XI-A

Problema 1. Gasiti toate functiile continue f si g pentru care oricum am alege
doua siruri (a,),>1 si (b,),>1 cu proprietatea ca (a, + b,),>1 este convergent,
atunci sirul (f(a,) + g(b,))n>1 €ste convergent.

Problema 2. Gasiti toate functiile f : R — R monotone si derivabile de doua
ori pentru care
f"+4f +3f24+8f2 =0.

Problema 3. Fie A si B doua matrici n x n cu elemente numere intregi, iar p
un numar prim. Sa se arate ca:

Tr(A+ B)? = Tr(A” + B?) (mod p),
unde TrX este urma matricei X.
Problema 4. Fie n > 2. Determinati matricele A € M,,(C) cu proprietatea ca

rang(A?) + rang(B?) > 2 - rang(AB),
pentru orice B € M, (C).

Timpul de lucru este de 4 ore. Fiecare problema este notata de la O la 7 puncte.
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CLASA A XII-A

Problema 1. Fie a, b numere rationale, a > 1, b > 1 si F,, multimea functiilor
f:]0,00) — R care verifica ecuatia functionala:

flax) =bf(z), Vax>0.

a) Sa se arate ca in multimea F,; exista functii integrabile pe orice interval,
cat si functii neintegrabile pe orice interval.

b) Daca f € F,, este integrabila pe [0, c0) si / f(z)dz =1, sa se determine:

AI/GQQf((L’)dI si B:/Olf(a:)dx.

Problema 2. a) Fie £ un numar natural nenul si G un grup cu mai putin de
4k* elemente. Daca Z(G) contine cel putin ¢(k) + 1 elemente de ordin %, aratati
ca (G e abelian (¢ este functia indicator a lui Euler).

b) Gasiti un grup necomutativ G cu |G| = 16 astfel incat Z(G) contine doua
elemente de ordin 2.

Problema 3. Determinati toate inelele comutative R cu |R| > 4, care nu sunt
corpuri, astfel incat oricare ar fi a, b, c € R nenule si distincte

ab + bc + ca
este un element inversabil al inelului R.

Problema 4. Fie f : R — (0,00) o functie continua si periodica de perioada 1.
Sa se arate ca pentru orice a € R avem:

Yo f(@)
/0 Rl

Timpul de lucru este de 4 ore. Fiecare problema este notata de la O la 7 puncte.
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