CONCURSUL | - _
DE MATEMATICA
TITEICA

Editia 2, Craiova, 22 martie 2025

CLASA A VII-A

Problema 1. Gasiti toate tripletele de numere naturale (a,b,c), care satisfac
simultan conditiile

el <a<b<ec<100,

¢ b este media geometrica a lui «a si c,

e {/b} este media aritmetica a lui {\/a} si {\/c}.
(Prin {z} se noteaza partea fractionara a lui z.)

Problema 2. In triunghiul ABC, se considera dreptele concurente AA,, BB,
CC4, unde punctele A;, By, C; se afla pe segmentele BC, AC, respectiv AB. Sa
se arate ca daca punctul comun al celor trei drepte AA,, BB;, CC, este cen-
trul cercului inscris in AA, B;C}, atunci acesta este de asemenea ortocentrul
AABC.

Problema 3. Dintre toate triunghiurile nedegenerate cu laturi numere natu-
rale si perimetrul 100, determinati triunghiul cu aria minima.

Problema 4. Fie 4n puncte in plan, astfel incat oricare trei dintre ele nu sunt
coliniare, unde n > 1. Sa se arate ca multimea centrelor de greutate ale tri-
unghiurilor care se pot forma avand varfurile in aceste puncte contine cel putin
4n elemente.

Timpul de lucru este de 4 ore. Fiecare problema este notata de la O la 7 puncte.
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CLASA A VIII-A

4An+1
2n—1°

Problema 1. Determinati numerele reale z stiind ca ;"5 <z < pentru
orice n € N*,

Problema 2. Fie £ > 2 un numar natural si z, 25, ..., 2, € (0,1) numere reale.
De asemnea, fie my, ma, ..., mg, ny,ne,...,n; numere intregi. Definim

. _ma mo mi _ 1 n2 Nk
A= xy? - .-x)F, B=2a" -2y’ ... 2,

si

min(m1,n min(mz,n min(my,n
C = gmnlmim) pmintnana) i)
max(mi,n1) max(ma,n2) max(mp,nk)

S
|

Sa se demonstreze ca

A+B<C+D.
Cand are loc egalitatea?

Problema 3. In spatiu sunt date doua pentagoane regulate ABCDE si AEKPL,
astfel incat ZDAK = 60°. Notam cu M, N si S mijloacele segmentelor AE, CD
si respectiv EK.

a) Sa se arate ca triunghiul NM S este dreptunghic.

b) Sa se demonstreze ca planele (ACK) si (BAL) sunt perpendiculare.

Problema 4. a) Sa se arate ca oricare ar fi numerele naturale nenule a,b, ¢
existd un numar natural nenul N astfel incat

(N +a®*) (N+b°) (N+)
este patrat perfect.

b) Aratati ca exista cinci numere naturale nenule distincte a, b, ¢, d, e pentru
care exista un numar natural nenul N astfel incat

(N+a*) (N+0%) (N+) (N+d%) (N+e)

sa fie patrat perfect.

Timpul de lucru este de 4 ore. Fiecare problema este notata de la O la 7 puncte.
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CLASA A IX-A

Problema 1. Fie 2n + 1 puncte distincte situate pe un cerc. Consideram toate
distantele dintre oricare doua dintre aceste puncte. Care este cardinalitatea
minima pe care o poate avea multimea tuturor acestor distante?

Problema 2. Fie q, b, c trei numere reale strict pozitive astfel incat ab+bc+ca = 4.
Determinati valoarea minima a expresiei:

a2+ B+ A+ a?
+ +
ab be ca

E(a,b,c) = — (a — b)*.

. - .. T 7
Problema 3. Consideram in plan vectorii nenuli OA;, ...,OA,, unde n > 3, astfel
incat oricare doi dintre ei sunt necoliniari. Presupunem ca inegalitatea

OA, + ...+ OAL| > |+ OA, + ... + OA,|

are loc pentru orice alegere a semnelor +. Aratati ca exista o dreapta care
trece prin O, fata de care punctele A, ..., A,, se afla de aceeasi parte.

Problema 4. Pentru orice n € N, notam cu s(n) suma cifrelor lui n. Sa se
determine numerele naturale £ > 2 pentru care exista a,b € N astfel incat

s(n® +an +b) = s(n) (mod k),

pentru orice n € N*.

Timpul de lucru este de 4 ore. Fiecare problema este notata de la O la 7 puncte.
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CLASA A X-A

Problema 1. Determinati numerele a, b, c € C* pentru care

lab + b¢ + ca| = |al* + b + |c|*.
Problema 2. Fie n > 2 si functiile f,¢: {1,2,...,n} — {1,2,...,n} astfel incat

g(k) = card{i € {1,2,...,n}[f(i) < f(k)},
pentru orice k£ € {1,2,...,n}.
a) Aratati ca f este bijectiva daca si numai daca ¢ este bijectiva.

b) Daca g este o functie data, determinati, in functie de ¢, numarul de functii
f care verifica proprietatea data.

Problema 3. Fie [ : (0,00) — (0,00) o functie cu proprietatea ca

flz+ f(y) = f(x+y)+ f(y), pentru orice =,y > 0.

a) Aratati ca f(z) > x, pentru orice z > 0.
b) Aratati ca ¢ : (0,00) — (0,00) definita prin g(x) = f(z) — z, este injectiva.
c) Determinati toate functiile f cu proprietatea data.

Problema 4. O cetate aflata in riscul de a fi atacata isi stabileste turnuri de
aparare, pe care le reprezentam ca n > 3 puncte in plan, astfel incat oricare
trei dintre ele nu sunt coliniare. Orice poligon convex avand varfurile printre
aceste puncte este numit baza. In fiecare turn de aparare se afli cate un
soldat. Pentru fiecare baza, statul plateste cate k - 2¥ monede fiecarui soldat
aflat in turnurile de pe frontiera bazei, unde k este numarul de soldati aflati
in interiorul (si nu pe frontierele) bazei. Aratati ca statul poate plati soldatii
dintr-un buget de n(n+1)-2"3 monede, indiferent de localizarea celor n turnuri
de aparare.

Timpul de lucru este de 4 ore. Fiecare problema este notata de la O la 7 puncte.
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CLASA A XI-A

Problema 1. Sa se determine toate functiile continue f : R — R care satisfac
egalitatea

flx+y)=flx+ fy),
pentru toti x,y € R.

Problema 2. Fie n > 2 si fie A, B € M,,(C) astfel incat
{rang(A*) | k > 1} = {rang(B*) | k > 1}.
Aratati ca rang(A*) = rang(B*), pentru orice k > 1.

Problema 3. Fie (a,),>0 sirul de numere reale definit prin ay > 0 si

az —1

n+1’

pentru orice n > 0. Demonstrati ca exista un numar real a > 0 astfel incat:

Apy1 =

e Pentru orice ag > a, avem lim a,, = oo;

n—o0

e Pentru orice 0 < a9 < a, avem lim a,, = 0.

n—oo

Problema 4. Fie M o submultime a multimii S,, a permutarilor multimii {1, 2, ...
.,n}, cun > 2, care contine cel putin doua elemente, astfel incat pentru orice
o, 7 € M avem ca ot € M. Se considera o functie f : M — R care satisface
inegalitatea:

|f(oT) — f(o) — f(7)| < 1,Yo,7 € M.

Sa se demonstreze ca:

ma |f(o) = f(1)] €2 = o0

unde | M| denota cardinalul multimii M.

Timpul de lucru este de 4 ore. Fiecare problema este notata de la O la 7 puncte.
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CLASA A XII-A

Problema 1. Fie G un grup finit si ¢« un element fixat al lui G. Definim
multimea

Se={g € G| ga+agsiga®=a’g}.
Sa se arate ca:
1. Daca g € S,, atunci ag™! € S,.

2. Cardinalul multimii S, este multiplu de 4.

Problema 2. Fie f : [0,1] — R o functie continua. Demonstrati ca:

w/2 w/2
/ f(sin(2x)) sinz do = / f(cos® ) cos x da.
0 0

Problema 3. Fie P, multimea tuturor polinoamelor monice de grad »n cu coe-
ficienti reali. Demonstrati ca, pentru orice doua numere reale a < b, avem:

b

inf |P(z)|dz > 0.
PeP, J,

Problema 4. Fie R un inel. Consideram z,y € R astfel incat 2?> = y*> = 0.
Demonstrati ca daca = + y — zy este nilpotent, atunci si zy este nilpotent.

Timpul de lucru este de 4 ore. Fiecare problema este notata de la O la 7 puncte.
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